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e Sequenzieren aller Fragmente
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e Kette ist gesuchte DNA Sequenz
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e Gegeben, Menge von Wortern S = {sy,...,s,} C X+

e Wort s heisst iberdeckendes Wort fir S (engl. super-
string), falls s alle s; als Teilworter enthélt

e [st |s| minimal, so heisst s ein kirzestes dberdeckendes
Wort (engl. shortest superstring)

e Problem bezeichnen wir mit SSP
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Beispiel:
e S—{abra, brac,cabr,brad,bra}
e bra ist Teilwort von abra = bra entfernen

e abrabraccabrbrad ist naiver Superstring von S mit Lan-
ge 16.

e abracabrad ist ein kiirzester Superstring mit Lange 10.
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e Problem: Wissen iiber OPT nichts, wie kann man dann
Linge der Ausgabe so garantieren?
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e Losung: Finden einer moglichst guten unteren Schran-
ke OPT, fiir OPT, iiber die man eine solche Aussage
machen kann

e Denn: Aus OPT; < OPT und |s| < k-OPT, folgt, dass
|s| < k-OPT
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e overlap(s;, s;) ... Uberlappung von s; mit s;

o prefir(s;,s;) ... Prifix von s;, der bei Entfernung der
Uberlappung mit s; entsteht

e Bsp: overlap(abra,brad)=bra und prefiz(abra,brad)=a
Definition (Préfixgraph)
e Gegeben Menge von Wortern X = {xy,...,z,}

o Prifizgraph I(X) ist gerichter Graph mit n Knoten ent-
sprechend x;

o Fiir alle 1 < 4,7 < n und i # j hat Kante (v;,v;)
Kosten von |prefiz(x;, x;)|

e Fiir alle 1 < i < n hat Kante (v;, v;) Kosten von |z;|.



Beispiel fiir Prifixgraphen, wenn S={abra, brac,cabr brad}




Beispiel fiir Prifixgraphen, wenn S={abra, brac,cabr brad}




Betrachten die Struktur von einem kiirzesten Superstring
S.




Betrachten die Struktur von einem kiirzesten Superstring
s. Annahme, dass si,...,s, in dieser Anordung in s
vorkommen.



Betrachten die Struktur von einem kiirzesten Superstring

s. Annahme, dass si,...,s, in dieser Anordung in s
vorkommen.
pre(si, s2) re(Sp—1,8n): pre(sy,s1) 1 ov(sy, s1)
S
S1 i
sy ——

Sn

S1 1



Betrachten die Struktur von einem kiirzesten Superstring

s. Annahme, dass si,...,s, in dieser Anordung in s
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OPT = |prefir(sy, $2)|+. . .+|prefie(s,, s1)|+|overlap(s,, s1)]

Ahnlichkeit mit Minimum TSP Tour
l—-2—...—=>n—1

auf Préfixgraphen von S. Denn

TSP = |prefix(sy, $2)| + - - . + |prefiz(s,, 1)



OPT = |prefir(sy, $2)|+. . .+|prefie(s,, s1)|+|overlap(s,, s1)]
Ahnlichkeit mit Minimum TSP Tour
l—-2—...—=>n—1
auf Préfixgraphen von S. Denn
TSP = |prefin(sy, s2)| + ... + |prefiz(s,, s1)]
Also ist TSP < OPT und damit untere Schranke
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4

Start bei abra = Entsprechend der Kanten des Kreises die
Worter maximal iiberlappend aneinanderhingen = Kiir-
zester Superstring abracabrad
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e Kine Minimale TSP Tour 1 — 2 — ... —n— 1 ist
Kreisiiberdeckung

e Dann konnen Kosten einer minimalen Kreistiber-
deckung nicht héher sein

o Also: CC < TSP < OPT

e CC in Prafixgraphen kann in Polynomialzeit gefunden
werden
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Eingabe: G = (V, E) mit V = {vy,...,v,}

1. Konstruiere Graphen H mit Knotenmengen U =
{ug, ... ,u,} und W= {wy,...,w,}

2. Fiige fiir 1 < 4,7 < n Kanten (u;,w;) mit Kosten
weight((v;, v;)) hinzu

3. Finde perfektes Matching M minimaler Kosten in H
4. Ersetze alle Kanten (u;, w;) € M in M durch (v;, v;)
5. Gib alle Kreise aus M zuriick

Da H bipartit ist, sind alle Kanten in M nach Schritt 3
tatsdchlich von der Form (u;, w;).



U

w
abra >ﬁ</ abra
1
brac >%ﬁ brac

cabr cabr

brad 4 brad
Graph H fiir Beispiel. Ein perfektes Matching minimaler
Kosten (=9) ist hervorgehoben






Prafixgraph fiir Beispiel. CC ist hervorgehoben.
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Sei ¢ = (iy — ... — 1, — 11) ein Kreis im Préfixgraphen

o a(c) = prefir(s;,, si,)0. . .oprefir(s;,_., si,)oprefiz(sq, Si,)

e o(c)=a(c)os,

Es gilt:
o |a(c)| = weight(c), |o(c)| = weight(c) + |s;,]
e o(c) iberdeckt Worter s;,...,s;
®5s;,...,s; sind Teilwbrter von a(c)™

e s; kann ein beliebiges Wort aus c sein, s;, ist reprasen-
tatives Wort von ¢
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Algorithmus 1.(Shortest Superstrings Faktor 4)
e Erstelle Prifixgraphen I(.5).

e I'inde eine Kreisiiberdeckung minimaler Kosten des
Prifixgraphen, C' = {cy, ..., ¢}

e Gebe o(c;) o ...00(c) zurlick.
Beobachtung

e Falls in jedem Kreis ¢; ein reprasentatives Wort r; mit
17| < weight(c;), dann Ausgabeldange < 2 - OPT

e Ansonsten sind Worter in ¢; periodisch, da Teilworter
von ac¢;)™
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Lemma 2. Fulls jedes Wort in S" C S ein Teilwort von t*°
ist, so ewistiert ein Kreis im Préfizgraphen 1(S), der alle
Knoten, die den Worten aus S” entsprechen, tiberdeckt. Die
Kosten des Kreises sind hdchstens [t].

Beweis.

e Betrachte Vs’ € S’ Startpositionen des ersten Vorkom-
mens in .

e Positionen sind alle verschieden und liegen in ersten
Kopie von t.

e Betrachte Kreis im Prafixgraphen, der in Folge des Vor-
kommens der Worter s’ in ¢, durch entspechenden Kno-
ten geht.

e Klar, Kosten des Kreises sind nicht hoher als |¢|.
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Beweis.
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e Sind o und « Prifixe von overlap(r,r’) der Lénge
weight(c) bzw. weight(c).
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e overlap(r,r’) ist Prafix von o und Prifix von (a/)>

e « ist Prifix von (o/)* und o/ Prifix von o

e Es folgt o’ =’ o aund dann a™ = (o/)®

e Alle Worter in ¢ Teilworter von (o/)>* = a*. Nach
Lemma 2 existiert Kreis mit Kosten von hochstens
|a| = weight(c), der alle Worter in ¢ und ¢’ iiberdeckt.
Widerspruch zu C'ist Kreisiiberdeckung minimaler Ko-
sten.
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e Sei X Menge von Wortern. ||.X|| ist Summe der Langen
aller Worter aus X.

e Kompression eines Superstrings s fiir die Menge S ist

151 = sl

e Offensichtlich maximale Kompression, wenn s shortest
Superstring.

e Es gibt Algorithmen, die wenigstens halbe maximale
Kompressionen erzielen.

Definition (Uberlappungsgraph)
e Gegeben Menge von Wortern X = {xy,...,x,}

o Uberlappungs H(X) ist gerichter Graph mit n Knoten
entsprechend z;

o Fiir alle 1 < 4,7 < n und ¢ # j hat Kante (v;,v;)
Kosten von |overlap(z;, x;)|
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brac

brad cabr
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n—1
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1=1
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e Maximum TSP Pfad wird durch Maximum TSP Tour
begrenzt

e Maximum TSP Tour durch Kreisiiberdeckung maxima-
ler Kosten (dhnlich bestimmbar wie oben)

Algorithmus 2.(Kompressionsalgorithmus)
e Finde Kreisiiberdeckung C' maximaler Kosten in H(.5)

e Entferne aus jedem ¢ € C Kante minimaler Kosten
(jedes c ist nun ein Pfad)

e Uberlappe Woérter s, ..., s, entsprechend Kanten der
Pfade

e Gebe resultierende Worter aneinandergehangt zuriick
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e Algorithmus erzielt wenigstens halbe der maximalen
Kompression(approximiert unser urspriingliches Pro-
blem aber nicht mit Faktor 2!)

e Weiterer Algorithmus mit dieser Eigenschaft (wenig-
stens halbe Kompression) ist Greedy Superstring Algo-
rithmus

e Aus S werden iterativ zwei Worter zusammengefiigt,
die maximale Uberlappung haben bis S genau ein Wort
enthélt.
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e In Algorithmus 1 werden o(c;) einfach aneinander
gehingt

e Klar, jeder Superstring der o(c;) ist auch Superstring
aller Worter aus S

Algorithmus 3.(Shorstest Superstring Faktor 3)

e Finde Kreisiiberdeckung minimaler Kosten in I(.5),
& — {Cl,...,Ck}.

e Fiihre Kompressionsalgorithmus auf {o(¢;),...,o(c)}
aus. Das Resultat sei 7.

e Gebe 7 zurtick
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OPT, sei Lange des kiirzesten iiberdeckenden Wortes von
), .. o(c)}

Lemma 5. |7| < OPT, + weight(C').

Lemma 6. OPT, < OPT + weight(C).

Aus beiden Lemmas folgt:

Satz 7. Algorithmus 3 erzielt einen Approximationsfaktor
von 8 fiir das Shortest Superstring Problem.
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Einige bisherige Verbesserungen zur Approximation kiir-
zester Superstrings

Autoren Jahr  Faktor
Blum, Jiang u.a. 1991 3

S. Teng, F. Yao 1993 28

A. Czumaj u.a. 1994 2g

B Kosae, J, Bork, ©. Siefim 1994 zg—g

C. Armen, C. Stein 1995  2<

C. Armen, C. Stein 1996 2%

D. Breslauer, T. Jiang, Z. Jiang 1997 2,596
E. Z. Sweedyk 1999 21
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e Besondere Stellung hat der Greedy Superstring
Algorithmus.

e s wird vermutet, dass der Approximationsfaktor bei
2 liegt, da noch keine Eingabe gefunden wurde, bei der
ein langerer Superstring erzeugt wurde.

e Der Beweis fehlt allerdings (lediglich 4OPT konnte bis-
her formal bewiesen werden).

e Approximationsfaktor fiir den Greedy Superstring Al-
gorithmus ist offenes Problem.
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